Examen — Math41 — Licence 2 — Université de Bourgogne 14 mai 2013

La durée de l'examen est 2h00. Les documents et les calculatrices ne sont pas autorisés.
Baréme indicatif : ex. 1 (4pts), ex. 2 (4 pts), ex. 3 (3 pts), ex. 4 (3 pts), ex. 5 (9 pts).
Exercice 1.
On considere, pour n € N* et o € D, l'intégrale généralisée
In(a) = / &dt
o t(1+41)
a. Déterminer ’ensemble D des valeurs de a pour lesquelles I'intégrale est convergente.

b. Montrer que pour tout a € D, on a I,(a) = (—1)"I,(1 — ).
(on pourra considérer le changement de variable = = 1/t).

c. En déduire la valeur de I2,41(1/2).

Exercice 2.

Pour n € N et z > 0, on pose u,(z) = nexp(—nz).

a. Montrer que la série de fonctions ) uy(x) converge simplement sur ]0, +o0o|.
b. Montrer, pour tout a > 0, que cette série converge uniformément sur [a, +oo.
c. Montrer que, pour tout = > 0,

Zexp(—n:c) = L

= 1 —exp(—x)

et en déduire que

Zun(ﬂ?) _ exp(—7)

>0 (1-— exp(—x))Q.
Exercice 3.
Soit E un espace vectoriel réel et N7 et No deux normes équivalentes définies sur E.
a. Rappeler la définition de normes équivalentes.
b. Montrer que si U est un ouvert de (E, Np) alors U est aussi un ouvert de (E, Na).

c. Montrer que si ¢ : (E,N;) — (R,[.|) est une application continue alors ¢ : (E, N2) —
(R, |.]) est aussi une application continue.

Exercice 4.

a. Montrer que I'application ¢ définie sur I'espace vectoriel réel des fonctions C*([0,1]) par

1
¢U?=V®N+Alfwwt

est une norme.
b. Montrer que cette norme n’est pas équivalente a la norme || f||; = fol |f(t)|dt.

c. Soit g une fonction continue sur [0, 1].
Sous quelles conditions sur la fonction g I'application ¢, : C1([0,1]) — R définie par

1
%Uﬁ=d®ﬁ®ﬂ+élf@@@ﬁ
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est-elle une norme équivalente a la norme ¢ ?

Exercice 5.
Soit I’application ¢ : = (71, 72) € R? — ¢(x1,22) = 2% + 23 € R.
a. Montrer que ¢ est une application continue.

b. En déduire que son graphe G est un ensemble fermé.
(le graphe est défini par G = {(x1, 22, ¢(x1,72)) € R3|(z1,22) € R?})

c. Montrer que ¢ est continiiment différentiable (C1) et calculer son gradient en x = (21, z2).
d. On considere p éléments de R? : ay, .. .,ap qui sont fixés. Soit la fonction 7 : R? - R
définie par

P
P(a) =Y oz —ay),
k=1

oux —ay = (r1 — ag1, T2 — aga), pour k=1,2, ... p.
Montrer que 1) est une application C!.

. , . - 1 p .
e. Montrer que le barycentre des points a1, ..., a,, défini par a = 5 2 k=1 Ok est un point

critique de . Calculer la matrice Hessienne et en déduire qu’il s’agit d’un minimum local.
f. Montrer qu’il s’agit en fait du minimum global.

g. On considere maintenant I'application

B:x=(11,712) € R? — B(x) = \/2? + 22 € R.
Montrer que 3 est une application continue. Calculer son gradient.
L’application 3 est-elle différentiable sur R? ? Sur quel ouvert est-elle C'* 7

h. Montrer que, pour M € R suffisamment grand, I’ensemble

AM:{IL‘ER2| Zﬁ(x—ak)gM}

k=1
est une partie compacte non vide de R? et en déduire qu’il existe z* € R? tel que
P P
D B —ar) <Y Bla—ap),
= k=1

k=1

pour tout z € R2.
A votre avis @ et x* sont-ils égaux en général ?



