Chapitre 2

Intégrales généralisées (ou
impropres)

Vous avez défini en S3 l'intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux sur un
intervalle [a,b], notée ff f(t)dt, comme l'aire (avec un signe positif ou négatif, selon le signe de
la fonction) de la courbe représentative de la fonction & intégrer sur cet intervalle.

On souhaite dans ce chapitre donner un sens a des intégrales du type ff f(t)dt lorsque la fonction
f n’est plus définie sur 'intervalle [a, b] tout entier ou lorsqu’on souhaite calculer une intégrale sur
un intervalle de longueur infinie (ce qui est fréquent en physique ou en probabilités).

1 1
1
On souhaite par exemple savoir si on peut donner un sens aux intégrales / %dt, / t—th ou
0 0

—+oo
1
[ L
1 t

2.1 Définition et exemples d’intégrales impropres

On se donne un intervalle réel I = [a,b[ avec —oo0 < a < b < 400 et une fonction f : [a,b[— R
continue (par morceaux).

La fonction f est continue sur [a, 2] pour tout = < b et on peut définir la primitive F : [a,b[— R
qui s’annule en a par

Flz) = / F@)da.

Définition 2.1.1

L’intégrale de f sur [a,b] est dite convergente (on note j; f converge) si F' admet une limite finie
en b. Dans ce cas on pose

/bf(t)dt = lim F(z).

z—b_

De méme si f est définie sur ]a, b] avec —oo < a < b < oo, l'intégrale impropre f: f est bien définie si
b
lim f)dt existe.

T—a4 T

Enfin, si f est définie sur ]a, b[, 'intégrale de f entre a et b est dite convergente si

y
lim /f(t)dt existe.

r—a4,y—b_

Lorsqu’on sait calculer explicitement une primitive, une premiere maniere de vérifier qu'une
intégrale impropre est convergente est donc d’examiner la limite de la primitive au ” point & probléeme”.
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On peut également utiliser la définition séquentielle de la limite d’une fonction et le critere de
Cauchy pour exprimer qu’une intégrale impropre est bien définie (convergente).
2.1.1 Exemples
Intégrale fol t=1/2dt

La fonction f :]0,1] — R telle que f(t) = 1/+/t est continue et pour = €]0, 1],

1

F(z) = /: 124t = [Qtl/ﬂ —2(1 - V7).

x

La fonction F'(z) admet donc une limite lorsque  — 0 avec lim, o, F'(z) = 2. L’intégrale fol t=1/2qt
converge et vaut 2.

Intégrale f0+oo cos(t)dt

La fonction ¢ — cos(t) est continue et une primitive est sin(¢). Par conséquent, pour z > 0,
x
/ cos(t) dt = sin(x).
0

L’intégrale f0+°° cos(t) dt est divergente, puisque la fonction sin(x) ne converge pas lorsque z tend
vers 'infini.
Intégrale fo+°° exp(—t)dt

La fonction ¢ — exp(t) est continue sur R et une primitive de f(t) = exp(—t) est F(t) = — exp(—t).
On a donc

/x exp(—t)dt =1 — exp(—zx)
0

qui converge vers 1 quand x — 400 et on a fOJrOO exp(—t)dt = 1.
+oo dt
LVt

La fonction f : [1,+oo[— R telle que f(t) = 1/4/t est continue et F(z) = 2(y/z — 1) n’a pas de
limite finie en plus l'infini. L’intégrale impropre diverge.

Intégrale

Intégrale fol \/%

La fonction f(t) = (V1 — )" est continue sur [0,1[. Elle a pour primitive F(z) = [ \/% =

arcsin(z) — arcsin(0) = arcsin(z) qui a pour limite 7/2 lorsque  — 1_. L’intégrale est donc conver-
gente et

/1 dtw
0\/1—25272.

Intégrale | 12 \/g,f‘j

La fonction f(t) = (v/t2 — 1)t est continue sur |1, 2]. La fonction F(z) = fj \/td;ﬁ = arg cosh(2)—

arg cosh(z) a pour limite arg cosh(2) = In(2 + v/3) lorsque = — 1. L’intégrale est donc convergente.
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. +
Intégrale [~ %

Avant de traiter cet exemple, enongons le résultat suivant. Soit f une fonction continue sur Ja, b|
avec —o0 < a < b< +oo
Théoréeme 2.1.1

(relation de Chasles pour les intégrales impropres)
Soit f une fonction continue [a, b[— R et soit ¢ €]a, b. L’intégrale f; f(t)dt converge si et seulement
si les intégrales [ f(t)dt et fcb f(t)dt convergent.

S’il y a convergence, alors
b c b
| o= [ e [ s

et le résultat ne dépend pas du point ¢ choisi.

Preuve
La preuve est une conséquence directe de la relation de Chasles pour les intégrales définies. On a en
effet, pour tout ¢ €]a, b, et tout = €la, b

/96 f®)dt = /C f@®)dt+ /x f(t)dt intégrale de Riemann

et donc l'intégrale converge f; f(t)dt ssilimg_,, [7 f(t)dt existe, d’ott le résultat annoncé. O

Appliquons le théoréme précédent avec ¢ = 0 et étudions la convergence des intégrales impropres
fO dt g [TO0 _dt
—oo 1+22 0 T4

La primitive F(z) = fox % = arctanz et lim,_, o F(z) = 7/2. On a donc

/+°° at w
o 14tz 27

De méme, pour z < 0, G(z) = fo dt . — —arctan(z) et lim,_,_, G(x) = 7/2. Par conséquent

N r 1+t2
. ’ (o]
Iintégrale fioo 11’;2 est convergente et vaut 7.

Intégrale | j;o tdt

Appliquons de nouveau le théoréme précédent pour vérifier 'existence de cette intégrale. On a
x 2 “+o0 .
Jo tdt = x%/2 et donc [ tdt diverge.

Attention, on a pourtant bien fjj tdt = 0 mais ceci n’assure pas la convergence d’une intégrale
généralisée : la convergence doit avoir lieu pour toutes les suites (y,) et (z,) qui tendent vers a et b.

Intégrale f_+11 t~tdt

La fonction f : t — t~! est continue sur ] — oo, 0[ et ]0,4+oo[. Etudions séparément les deux
intégrales impropres fi)l t=Lldt et fOH t1dt.

Pour la premiere intégrale impropre, une primitive est F(z) = [*, t7'dt = In|z|. On alim,_,o F(z) =
—o0o. Par conséquent l'intégrale diverge méme si un raisonnement trop rapide aurait pu nous faire
penser qu’elle valait 0.

2.2 Calcul des intégrales impropres

Nous énongons les propriétés suivantes qui montrent que les intégrales impropres (convergentes)
possedent les mémes propriétés de linéarité, d’additivité et de croissance que les intégrales de Riemann.

Propriété 2.2.1
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Linédarité. Si f et g ont des intégrales convergentes sur ]a,b[ alors V(a, 3) € R?, f: af + Bg

converge et
b b b
/af+ﬁg=a/ f+6/ g

Croissance. Si f est positive sur [a, b[ et si f: f converge alors f; f>0.

La preuve est directe et repose sur les propriétés de linéarité et de croissance de l'intégrale de
Riemann et un passage a la limite.

Les changements de variable et I'intégration par parties doivent étre effectués avec précaution. On
considérera toujours des intégrales de Riemann en faisant tendre ”x” vers le point a probléeme.

Théoréme 2.2.2

(changement de variables)
Soient f :]a,b[— R continue et ¢ :]a, B]—]a, b[, C! et bijective alors

b B
/ f(@)dz et / f oty (t)dt

sont deux intégrales impropres de méme nature et si elles convergent

b B
/ f(w)de = / f ool (1) dt

Preuve

La preuve est similaire a la preuve du changement de variable pour les intégrales de Riemann avec en
plus un passage a la limite. Le fait que ¢ soit bijective permet d’assurer I’équivalence ”une intégrale
converge” <= "1”autre intégrale converge”. La valeur absolue permet de compenser 'interversion
des limites d’intégration lorsque la fonction ¢ est décroissante. ([l

Exemple de changement de variable

oo dt
/1 t(1+ (Int)2)’

1 . . . 7’
T mo?) est continue sur [1 4+ oo[. Par comparaison avec les intégrales
de Bertrand, on remarque que l'intégrale est convergente. On considere le changement de variable
x = p(t) = In(t). La fonction ¢ : [1 + co[— [0, +oo[ est C! et croissante, ¢'(t) = t~! et on obtient
donc

Calcul de l'intégrale

La fonction f(t) =

Hoo dt Foo T
/ _— = / ——dz = lim [arctan(u)]; = =.
1 t(l + (h’lt)Q) 0=p(1) 1+ x2 u——+00 2

Une autre technique classique est 'intégration par parties (utile par exemple lorsque la fonction
& intégrer est un produit de fonctions exp ou trigo et de polyndmes).

Théoréme 2.2.3

(intégration par parties)
Soient f et g deux fonctions C* sur ]a, b|.
Si la fonction fg a des limites finies en a et en b alors

/ F(g(t)dt et / F(H)g (Hdt
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sont de méme nature et si elles convergent

b b
[ 10 @t =tim fg ~tim g~ [ F0g(o)ar

Preuve.
La preuve est omise. Elle est similaire a la preuve de l'intégration par parties avec les intégrales de
Riemann, avec en plus un passage a la limite. O

Exemple : f0+°o re %dx
La fonction h(z) = xe™® est continue sur R et positive. Effectuons une intégration par parties

pour calculer cette intégrale en posant f(x) =z et ¢'(x) = e~*. On a, pour ¢ > 0,

t t
/ xe Tdr = [—xe‘“]z —/ (—e™")dx
0 0

=—tet — (et —1)

On a limy_,o te™t = 0 et lim;_, o, et = 0, I'intégrale convergente vaut donc 1.

2.3 Criteres généraux de convergence d’une intégrale impropre

On ne sait pas toujours calculer (rarement en fait) explicitement la primitive de la fonction a
intégrer. On pourra cependant déterminer dans bien des cas si I'intégrale considérée est convergente
ou non.

2.3.1 Comparaison de fonctions positives (ou de signe constant)

Les propriétés suivantes pourront étre appliquées a des fonctions qui sont de signe constant
autour du ”point a probleme”.
Commencons par présenter quelques intégrales de référence

Propriété 2.3.1

L’intégrale

—+oo
/ t—adt est convergente ssi o > 1.
1
L’intégrale

1
1
/ t—adt est convergente ssi o < 1.
0

Preuve
Si a = 1, une primitive de f(t) := ¢! est la fonction In et les deux intégrales divergent.

Si a # 1 alors
T dt tmett 77
F(x) ::/ — =
e —a+1],

1 —«
zl_a(xl —1).
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La limite de F(z) quand & — oo est finie ssi 1 — « < 0 soit « > 1. Par ailleurs

Lt e+l !
Ga) ::/ to {—a—%—l}

_ 1 _ Ll
_71—a(1 T )

Or z'~® a une limite finie quand z — 0 ssi 1 — « > 0, soit o < 1. O

On retrouve ici les criteres de convergence des séries de Riemann (), -, n~%) qui sont convergentes
ssia > 1.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant, qui est souvent utilisé :

Théoréme 2.3.2

(théoréme de comparaison)
Soient f et g deux fonctions [a,b]— Ry tq Vz € [a,b], 0 < f(z) < g(z).
- Si f; g converge alors ff f converge et

ogfabf(t)dtgfabg(t)dt

— Si f; f diverge alors fabg diverge

Avant de faire la preuve, rappelons tout d’abord le résultat important suivant : si F' est une
fonction croissante de I = [a, b] dans R et si F' est majorée (c-a-d M tel que Vz € [a,b], F(z) < M),
alors la fonction F' admet une limite finie en b.

Preuve On a par la croissance de Riemann appliquée & g — f > 0, pour z € [a, b],

[ (@) = gtande >0

et par linéarité
Fla) ::/ f(t)dtg/ g(B)dt = G(x).

Si f: g = M < oo, alors la fonction F croissante sur [a,b[ est majorée par M, elle admet une limite
finie en b ce qui acheve la preuve du premier point.
Si f; f est divergente, par positivité et croissance on a lim,_,;  F(z) = +oo alors lim,,  G(z) =

+0o et la divergence de f: g(t)dt. 0

Exemple [* et dt

La fonction f(t) = e* est positive et pour tout ¢ > 1 on a f(t) < g(t) := e~'. Comme f0+°° g(t)dt
est une intégrale convergente, on a par le théoreme de comparaison que l'intégrale fooo et dt est
convergente. On peut méme en déduire que

o0 1
/ e Vdt <14 =.
0 e

(On peut montrer par un autre type de calcul que cette intégrale vaut /7 /2.)

Fonctions positives équivalentes

On rappelle la définition d’un équivalent en un point b (qui peut étre I'infini) pour deux fonctions
fetyg

f ~p g signifie 3h : [a,b[— R telle que f = hg et liril h(z) = 1.
r—0_
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Propriété 2.3.3

Soient f, g deux fonctions continues de [a,b[— R, vérifiant [ ~y g.

Alors les intégrales f; f et fab g sont de méme nature.

Cette propriété est tres utile pour montrer la convergence lorsqu’on sait trouver des équivalents
simples (dont les primitives sont connues).

Preuve Le fait que lim,_,;_ h(z) = 1 entraine qu’il existe ¢ € [a, b[ tel que Vo € [¢,b], 1/2 < h(z) <
3/2. Par conséquent, on a Vx € [c, b,

0 < g(x) <2f(x) < 3g(x)

On a donc avec le théoreme de comparaison des fonctions positives que

b b b b b
/ f converge = / f converge = / 2f converge = / g converge = / g converge
a C (& (& a

ainsi que
b b
/ g converge = / f converge.
a a
On a aussi
b b b3 b
/ f diverge = / f diverge = / —g diverge = / g diverge
a c c 2 a
ainsi que
b b
/ g diverge = / f diverge.
a a
|
Exemple : fl Inase

0 1\/ii-t)
Nous allons montrer que cette intégrale est convergente a l'aide d’équivalents.
La fonction f(t) = % est continue et positive sur ]0,1].
Examinons le comportement f en 0 et en 1.
En Oy, In(1+1t) ~tet(ty/t(1—1))"' ~ t=3/2. Par conséquent, f(t) ~t='/% en 0. Or on a vu
que fol t=1/2dt est convergente.

Enl_, f(t) ~ In2 o fol A = limyyy [-2 -z

Vi-t it o = 2 est convergente.

Exemple : 01 Sirtlét) dt

La fonction f(t) = Sij;?” est continue et positive sur ]0,1].
Ezxaminons le comportement f en 0.
En 0, sin(t) ~ t et f(t) ~t~L. L'intégrale est donc divergente.

Exemple : f1+°° arctan(t—1)dt

Montrer que cette intégrale est divergente & I’aide d’équivalents : a faire en TD.

Exemple : convergence f1+°° e~ tt=1/24¢

La fonction f(t) = e~ =2 est positive et continue sur [1,4o00|. A Uinfini, elle est négligeable
devant la fonction g(t) = exp(—t) dont l'intégrale f1+°o exp(—t)dt est convergente.

Voici maintenant un résultat important qui permet de caractériser la convergence de séries numériques
et d’intégrales généralisées.
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Théoréme 2.3.4

(comparaison série-intégrale pour les fonctions positives)

Soit f une fonction continue et positive, f : [a,b][— Ry et (x,),>1 une suite croissante de points
de [a, b[ qui converge vers b,

L’intégrale fj [ est convergente ssi la série 3, ff:“ f(t)dt est convergente.

Preuve On note, pour z € [a,b], F(z) = [ f(t)dt. Utilisons la définition séquentielle de la limite
d’une fonction croissante. On considére une suite croissante (z,), d’éléments de [a,b[ qui converge
vers b. Par la positivité de la fonction f sur [a, b et la croissance de la suite (z,) on a, pour n > 1,

0< / _ f@)dt = F(zn—1) < F(z,) = / | f(t)dt ou on a choisi g = a
“ a

et par la relation de Chasles (faire un dessin)

0< i /a:wl f)dt = F(x,) < ];)/zi:Hl F(t)dt.

k=0 Tk

Tn

Si la série de terme général ([ " f(t)dt), converge vers une limite ¢ alors (F(z,)) est une suite

Tn—1
bornée. Elle est croissante donc elle converge également. Réciproquement, si 'intégrale est conver-
gente, alors la suite (F(z,,)) converge vers f; f(t)dt et la premiere inégalité nous dit que la série de

terme général ( ff”_l f(t)dt) est aussi convergente (série majorée et a termes positifs). O

Avec le méme type de raisonnement il est par exemple immédiat de montrer que la série ), -, k!

est divergente en la comparant avec 'intégrale de la fonction f : © — 2~ ! dont une primitive est
F(z) = In(z). On retrouve aussi directement les critéres de convergence des séries de Riemann.

Attention : on sait qu’'une condition nécessaire pour qu’une série numérique converge est que son

, . . —+o0 9s
terme général tende vers 0. Dans le cas des fonctions continues, la convergence de [ f(z)dz n’im-
plique pas que f tende vers 0 a 'infini. On peut construire des exemples simples de fonctions continues
dont l'intégrale converge et qui ne tendent pas vers 0 & Uinfini (M > 0 tel que Yu € R, 3z > u tel
que f(x) > M).

On peut considérer par exemple une fonction qui sur chaque intervalle [n, n + 1] est nulle sauf sur
un sous intervalle de largeur 2n~2 qui définit un triangle de hauteur M : la surface du triangle est
donc Mn~? et on montre facilement que l'intégrale converge car la série Y ., n~2 est bien définie.
(faire le dessin au tableau). Il est également possible de choisir une fonction positive et continue
qui n’est pas bornée (remplacer M par nM et n~2 par n~?) mais dont I'intégrale est convergente sur
R.

2.3.2 Criteres de convergence dans le cas général

On ne suppose plus maintenant que le signe de la fonction a intégrer est constant au voisinage du
point a probleme.

On peut utiliser un critere général de convergence : le critere de Cauchy (qui implique que la
primitive converge au point & probleéme). Il est utile pour démontrer qu’une intégrale impropre n’est
pas convergente en raisonnant par l’absurde.

Théoréme 2.3.5

(critere de Cauchy pour les intégrales indéfinies)

Soit f une fonction continue sur [a,b[. L’intégrale ff f(t)dt est convergente ssi pour tout € > 0, il

y
existe ¢ € [a, b t.q. pour tous x,y €]c,b] on a ’/ f(t)dt’ <e.

1l suffit de remarquer que |F(y) — F(z)| = | [? f].

On rappelle la définition séquentielle de la limite d’une fonction dans le cas général. La fonction
g : [a,b[— R admet une limite £ en b ssi pour toute suite (u,) d’éléments de [a, b] qui converge vers
b, la suite g(u,) converge vers /.
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Théoréme 2.3.6

(Comparaison intégrales-séries dans le cas général)
Soit f : [a,b[— R une fonction continue. L’intégrale f; f(#)dt converge ssi, pour toute suite
(z,,) de points de [a,b] qui converge vers b quand n tend vers linfini, la série de terme général

Tn+41
Up = / f(t)dt est convergente.
€T

n

Preuve
On note, pour z € [a, b],

F(z) = / o

Le fait que l'intégrale f; f(t)dt soit convergente signifie, par définition, que la fonction F a une limite
finie notée F'(b), en b_. En adoptant le point de vue séquentiel de la définition de la limite d’une
fonction, cela signifie que pour tout suite (z,),n > 1, de points de [a,b] converge vers b, la suite
(F(xy,)) converge vers une valeur finie F'(b). En appliquant la relation de Chasles a l'intégrale de
Riemann [ f(x)dz, on a

F(mn):/o f(t)dtJrkZl/wk F(t)dt (2.1)

L’équivalence entre la convergence des deux parties de I’égalité précédente est alors immédiate. [J

Ce théoreme général pourra étre utile pour montrer qu’'une intégrale diverge en la comparant a
une série divergente mais aussi & montrer qu’'une série converge (et obtenir sa valeur limite) & partir
du calcul d’une intégrale.

Pour montrer la divergence d’une intégrale il suffit alors d’exhiber une suite () qui converge
vers b telle que la série (2.1) soit divergente.

2.4 Convergence absolue, intégrales semi-convergentes

Théoréme 2.4.1

(Convergence absolue)

Soit f : [a,b[— R une fonction continue (par morceaux). Si f: |f(t)|dt est convergente alors

/a " fr

Faisons quelques remarques avant de démontrer ce résultat

f: f(t)dt est aussi convergente et

< / 1 ()de.

Remarque 2

— Un résultat analogue a celui vu pour les séries au semestre précédent.

— On peut appliquer a | f| les résultats vus pour les fonctions positives

— Si [|f| converge on dit que fab f est absolument convergente.

— Il existe des intégrales convergentes qui ne sont pas absolument convergentes (voir I’exemple

f1+°° t~Lsin(t)dt traité plus tard). Ces intégrales sont appelées semi-convergentes

Preuve
Décomposons la fonction f en sa partie positive et sa partie négative (faire un dessin) :

f=1t—1-
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avec fy = sup(f,0) et f_ = sup(—f,0). Les deux fonctions f et f_ sont positives et pour z € [a, b],

|f(@)] = fy (@) + f-(2)

D’apres le théoréme de comparaison des fonctions positives appliqué 2 0 < f_ < |f| et 0 < fy <|fl,
on a

b b b
/ |f] converge = / f- et / f+ convergent vers « et 3.
En écrivant, pour z € [a, ],
F@) = [ 1f@ldo= [ fe@dat [ f-@)do

Par conséquent la limite suivante existe et on a

lim F(z) = lim / 1 ()dt + im / FoB)dt = a+ B

r—b

Enfin, comme oo > 0 et 8 > 0,

—la—fl<a+8

/a b F(t)dt

b
g/NﬂMﬁ

Exemple 0+°° %dt (intégrale de Dirichlet)

Montrons qu’il s’agit d’une intégrale semi-convergente. La fonction h(t) = sin(t)/t (appelée sinus
cardinal, voir Figure 2.1) est continue sur ]0, +oo].

En 0, sin(t) ~ t et donc h(t) ~ 1 et lintégrale fol h(t)dt est convergente. Considérons maintenant,
pour x > 1,
“sint
F(z) = / —dt
1t
et effectuons une intégration par parties. On pose ¢'(t) = sint et f(t) =t~1, et on obtient

Flz) = {—C‘ft]j _ /j(—cost);ldt

On a clairement [¢~2 cost| < ¢~2 et donc l'intégrale & droite est absolument convergente donc conver-

gente. Par ailleurs la limite lim,_, [— COtSt]gf existe et est finie. L’intégrale est donc convergente.

Montrons maintenant qu’elle n’est pas absolument convergente en utilisant le théoreme de comparai-
son série-intégrale pour les fonctions positives. Exhibons pour cela une suite (z,) telle que la suite
‘" |sint|/tdt diverge. Sur chaque intervalle [(n — 1)m,n7] on a (on pose x, = nm) (FAIRE UN

1
DESSIN)
[sint] _ |sint] d’ofl/ mdtz—/sintdﬁ*
t nm (n—1)m nmJo nr

car la fonction |sin(t)|/t > |sint|/(n7) sur [(n — 1)m, n7] et |sin(t)| est m-périodique. Ainsi,

I | sint| 21
—dt > — — qui est une série divergente.
/1 t T kz::l k4 &

L’intégrale n’est donc pas absolument convergente et elle est semi-convergente.
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FIGURE 2.1 — Fonction sinus cardinal
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