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La durée du partiel est 2h00. Le seul document autorisé est le formulaire de statistique. L’uti-
lisation d’une calculatrice scientifique est autorisée si elle est non programmable. L’usage des
téléphones portables est interdit.

Question de cours (6 pts)

Soit X,..., X, un échantillon d’une loi de densité f(x,0) ot 6 est un parametre inconnu
appartenant & un ensemble © C R et x appartient a I’ensemble des valeurs possible de la loi.

1. Ecrire la vraisemblance et rappeler le principe du maximum de vraisemblance.

2. Définir l'information de Fisher et rappeler la loi asymptotique de 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance 6 du parametre 6 (on supposera que les conditions de dérivabilité
sur la densité f(x,0) sont vérifiées) .

3. L’échantillon Xq,..., X, est un échantillon issu d’une loi exponentielle de parametre A
(de densité f(x,\) = Xexp(—Az) siz > 0et f(z,A\) =0siz<0).
Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de A et donner une approximation
de sa loi de probabilité lorsque n est grand.

Probléeme (8 pts)

On souhaite étudier la part du budget des ménages qui est utilisée pour le logement. Cette
proportion aléatoire, notée X, est modélisée par une loi de probabilité de densité définie par

f(z,0) =021 size [0,1] et f(z,0)=0 six ¢][0,1]

ol le parametre 0 est un parametre strictement positif, 6 > 0.
On dispose d’un échantillon de n = 100 ménages sur lequel on mesure X1, ..., X,. L’objectif
est d’estimer le parametre 6.

1. (a) Vérifier que f(z, ) est bien une densité de probabilité.
(b) Pourquoi cette famille de loi est-elle adaptée a la question posée ? A quelle loi corres-
pond le cas particulier ou # = 17

2. (a) Montrer que E(X) =6/(6 + 1).
(b) En déduire un estimateur de 6 basé sur la méthode des moments.
(c) On observe Zjﬂ? x; = 48. Proposez une estimation de 6.

3. (a) Ecrire la vraisemblance et calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance.
(b) On observe ZZIE? In(z;) = —112. Proposez une autre estimation de 6.

4. Parmi les deux estimations obtenues, laquelle a votre préférence (justifier votre réponse).
5. Calculer I'information de Fisher et en déduire la loi asymptotique de l’estimateur du
maximum de vraisemblance 6.

6. Calculer une approximation de la probabilité P[]0 — 6] > 0.2].

Exercice (6 pts)

Les diagnostiques de performance énergétique permettent de classer les logements en 7
groupes (lettres A & G) selon qu’ils sont économes (catégorie A) ou tres énergivores (catégorie G).
L’unité de mesure est le Kwh/an/m?2. 1l est donc supposé que la surface entre en compte de
maniere proportionnelle pour la mesure de la consommation annuelle d’un logement.

On a constitué un échantillon de n = 12 logements de la catégorie B pour lesquels on a
mesuré la consommation annuelle (notée Y') et la surface (notée s).

On considere le modele suivant

Y, =8s;+€, 1=1,...,12 (*)

ou ¢; est un résidu.
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1. A partir du nuage de points présenté dans la Figure 1, vous semble-t-il raisonnable de
considérer une relation proportionnelle entre la consommation annuelle et la la surface ?

~ Y,
2. En quoi serait-il naturel de considérer ’estimateur suivant de 8 : f = — ?

n

3. Calculer I'expression de I'estimateur noté B obtenu par la méthode des moindres carrés.

4. On a mesuré sur I’échantillon Zﬁl s; = 1318 et Zgl y; = 10508, Zﬁl yis; = 1351219
et Y12, 52 = 170596.
(a) Donner les estimations de 3 obtenues par les deux méthodes,
(b) tracer, sur la Figure 1 ci-dessous, la droite de régression estimée pour la premiere
méthode.

5. On suppose maintenant que dans le modele (x) les résidus ¢; sont des variables normales
indépendantes, de loi N'(0,02) et que, comme dans le cours, les surfaces s; ne sont pas
aléatoires.

(a) Quelle est la loi de probabilités de Y; 7

(b) Ecrire la vraisemblance de 1’échantillon,

(c) Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre [.
(d) Que remarque-t-on ?
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F1GURE 1 — Consommation d’énergie en fonction de la surface pour un échantillon de n = 12
appartements appartenants a la catégorie énergétique B.



